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摘要：挠曲电效应是一种新兴的机电耦合效应，在微纳米尺度的传感器、致动器和俘能器方面有广阔的应用前
景．本文基于挠曲电材料的变分原理和电吉布斯自由能，推导了表面覆盖电极的挠曲电悬臂梁在电学开路条件
下的机电耦合动力学控制方程和相应的力电边界条件．进一步获得了求解电学开路条件下挠曲电悬臂梁自振频
率的超越方程．以聚偏氟乙烯(PVDF)材料为算例，讨论了挠曲电系数、末端质量块和梁尺寸对结构自振频率和
电学开路/短路条件下结构自振频率有效频移的影响．计算结果表明，挠曲电系数的增大会提高梁的自振频率；
末端质量的增大可以降低梁的自振频率，并且末端质量块的转动效应对悬臂梁自振频率的影响很小；悬臂梁结
构的有效频移随着结构尺寸减小而增加，并在某一厚度尺寸趋于饱和值． 
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Analysis of the Natural Frequency for 
Flexoelectric Cantilever Beams under the 
Open-Circuit Condition 
LIN Xiaohui1, SU Yaxuan2, ZHOU Zhidong1, YANG Jianpei3 
 (1. Fujian Key Laboratory of Advanced Materials, College of Materials, Xiamen University, Xiamen 361005, Fujian, China 
2. Chengyi University College, Jimei University, Xiamen 361021, Fujian, China 
3. Department of Civil Engineering, Xiamen University, Xiamen 361005, Fujian, China) 
Abstract: Flexoelectricity is a newly-developing electromechanical coupling effect and has a wide application prospect in sensors, 
actuators and energy harvesters in the micro and nano scale. In this paper, based on the electric Gibbs free energy and the variational 
principle of the flexoelectric material, the dynamic electromechanical coupling govern-equation and the corresponding 
electromechanical boundary conditions of the flexoelectric cantilever beams with surface electrodes under open-circuit condition are 
derived. Furthermore, the transcendental equation about the natural frequency of the beam is obtained as well. Using PVDF as an 
example, we discuss the effects of flexoelectric coefficient, the tip mass and the size of beams on the natural frequency and the 
effective shift of natural frequency between short and open-circuit conditions. Simulated results show that the increase of flexoelectric 
coefficient could increase the natural frequency of the beam, and the increase of the tip mass would decrease the natural frequency 
of the beam. The rotation effect of the tip mass on the natural frequency could be neglected reasonably. The effective shift of natural 
frequency increases with the decrease of the size of beams, and will approach a stable value at a special thickness. 
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近年来，随着纳米技术的发展和应用，电子元器件的尺寸微型化和低功率化促进了振动能量收集技
术的迅速发展．在微纳米机电系统（MEMS 和 NEMS）中，Williams 等[1]的研究认为一般有 3 种基本的振
动能量收集方式，分别是磁电式[1-3]、静电式[4-5]和压电式[6-7]．其中，压电式能量收集凭借其具有直接的力
电转换特性而能实现快速响应、高的能量输出和应用方便等优点，受到相关研究人员的重点关注． 
压电式俘能器主要是在环境振动下自由电荷发生定向移动而产生电流、输出电能[8]，从而实现机械能
向电能的转化．随着俘能器应用尺寸的减小，需要更软的材料来降低结构的自振频率以匹配环境的振动
频率，而柔性压电材料的机电转换效率远低于陶瓷压电材料，因此压电式俘能器在微纳尺度的应用存在
一定局限性．近年来，一种基于应变梯度与极化强度之间的机电耦合关系-挠曲电效应，逐渐受到研究者
的重视．早在 1964 年，Kogan[9]对应变梯度和电场之间的耦合关系进行了报道，而 Indenbom[10]首次提出
了“挠曲电效应”的概念．但在宏观块体材料中，应变梯度非常小，挠曲电效应相对于压电效应显得十分微
弱．而在微纳结构中，应变梯度通常较大，挠曲电效应对结构的力电耦合行为有很大影响．相比压电式俘
能器，挠曲电俘能器可以采用更广泛的电介质材料[11]，并具有明显的尺寸效应，在微纳米尺度下能显著增
强材料的等效压电效应[12]．而且，挠曲电材料不需要进行预极化处理，不依赖于剩余极化强度和温度，也
不存在极化衰退的缺陷[13]．此外，挠曲电俘能器不需要被固定在弹性基础层上，也就不存在压电双晶型俘
能器中由于机械或者热膨胀而导致连接处出现错配或者脱层等机械失效问题[14]． 
目前，对于挠曲电效应已经进行了大量的实验测试[15-16]和理论分析[17-18]工作．Majdoub 等[19]分别使用
分子动力学与线性压电理论，研究了压电纳米悬臂梁在非均匀应变下的力学和电学行为，结果显示挠曲
电效应能够显著影响梁的弹性行为和等效压电性能．Shen 和 Hu[20]通过变分原理建立了介电材料包含表面
效应和挠曲电效应的力电耦合理论框架，并在此基础上，Liang 等[21]分析了电学开路压电纳米梁的静态机
电响应，发现挠曲电效应能显著增强梁结构的等效抗弯刚度．Yan 等[22]讨论了不同机械约束条件下，挠曲
电效应对压电致动器力电耦合性能的影响．Liang 等[23]基于欧拉梁模型，讨论了外加电压对挠曲电压电梁
振动和屈曲行为的影响．Zhang 等[24]基于 Kirchhoff 板模型讨论了挠曲电效应对板振动响应的影响，结果
表明挠曲电效应的尺寸效应随着板厚度的减小变得更加明显．Wang 等[25]采用数值方法研究了挠曲电效应
对悬臂板的力电耦合响应的影响．最近，Zhou 等[26]基于电吉布斯自由能，采用变分方法统一求解了 3 种
不同电学边界条件下挠曲电悬臂梁力电耦合响应的解析表达式，首次阐明了电学开路条件下诱导电势与
挠曲电系数和结构尺寸的相互关系．Deng 等[27]根据欧拉-伯努利梁模型和变分原理，采用假设模态法数值
分析了挠曲电悬臂梁俘能器动力学和电学响应．压电式和挠曲电式俘能器的研究都表明，最大输出电压
相对应的最优激励频率随着外加负载电阻的增加往高频平移[27-28]．而与压电式俘能器不同，挠曲电式俘能
器自振频率的移动与结构的尺寸密切相关：在大尺度下频移不明显，而在微小尺度下频移非常显著[27]．此
外，为了研究俘能器的末端响应，通常需要在其末端安装加速度传感器，也就意味着在结构上附加了质
量，从而可能影响结构的动态特性[29]．因而，分析结构电学开路自振频率，并阐明结构频移与结构尺寸、
挠曲电系数和末端质量块等的关系，对研究接高外加负载电阻的俘能器性能具有十分重要的意义． 
本研究基于挠曲电悬臂梁模型，以电吉布斯自由能为基础，采用挠曲电材料的变分方法，导出表面覆
盖电极的挠曲电悬臂梁结构在电学开路条件下的力电耦合动力学控制方程和相应的力电耦合边界条件；
进一步推导获得了求解电学开路条件下梁结构自振频率的超越方程；并通过计算讨论了挠曲电系数、外
加末端质量块及梁尺寸对挠曲电梁电学开路自振频率和有效频移（相对于短路自振频率的移动）的影响． 
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1 挠曲电悬臂梁的机电动力学控制方程 
本文中以挠曲电悬臂梁结构为研究对象．如图 1 所示，悬臂梁的长度为𝐿，宽度为𝐵，厚度为ℎ，梁的
末端带有质量为𝑀୲的质量块，质量块设定为边长𝑑的立方体，同时保持梁的长宽厚比 (𝐿: 𝐵: ℎ)
为 100: 10: 1．图 1 中灰色所示部分为梁的上下表面完好覆盖的电极层，且电极的厚度和刚度相对于悬臂
梁可以忽略．如图 1 中所示建立相应的笛卡尔坐标系，梁被固定在可沿𝑥ଷ方向移动的基座上，基座位移
为𝑤ୠ(𝑡)．悬臂梁受到基座的振动激励产生相应的振动响应，动态弯曲变形的梁内产生动态的应变梯度，
由于挠曲电效应使得在梁的上下表面产生动态的自由电荷，形成输出电势． 
 
图 1 基座激励条件下带末端质量的挠曲电悬臂梁模型 
Fig.1 Model of flexoelectric cantilever beam with a tip mass subjected to the base excitation 
对于挠曲电材料，其广义的 Hamilton 变分原理可以写成如下形式[30] 
δ∫ [𝐾 − 𝐺 +𝑊]d𝑡 = 0்଴                                 (1) 
其中，𝐾为系统的动能，𝐺为系统的电吉布斯自由能，𝑊为外力对系统所做的功．在没有外加体力和电场
作用下，带末端质量块的挠曲电悬臂梁结构的广义 Hamilton 变分方程可以改写为 
δ ∫ d𝑡 ∫ [ଵଶ 𝜌|?̇?୫|ଶ − 𝑔]௏
்
଴ d𝑉 + δ∫ ൜
ଵ
ଶ𝑀୲|?̇?୫|ଶ +
ଵ
ଶ 𝐼୲ ቚ
డ௪̇ౣ
డ௫భ ቚ
ଶൠ d𝑡்଴ |௫భୀ௅ + ∫ d𝑡 ∮ 𝜛δ𝜙d𝐴௦ = 0
்
଴    (2) 
其中，𝜌是材料的密度，𝑤୫(𝑥ଵ, 𝑡) = 𝑤ୠ(𝑡) + 𝑤(𝑥ଵ, 𝑡)是梁的绝对位移，?̇?୫上的点表示对时间的一次偏导，
𝑤(𝑥ଵ, 𝑡)是梁的中性层在𝑥ଵ处的横向位移，即梁的挠度，𝑔是悬臂梁的电吉布斯自由能密度，𝐼୲是末端质量
块的转动惯量，𝜛(𝑥ଵ, 𝑡)是结构表面电荷密度，𝜙(𝑥1, 𝑡)是由于表面电荷移动产生的上下表面电势，V 是梁
的体积，A 是梁的上下表面． 
基于梁的长宽厚比例，该梁可以视为薄梁结构，结合 Euler-Bernoulli 梁的小变形假设，则其相对位移 
𝒖 = ቄ−𝑥ଷ డ௪డ௫భ，0,𝑤ቅ                                  (3) 
将式(3)代入小变形几何方程，其中非零应变项为 
           
𝜀ଵଵ = −𝑥ଷ డ
మ௪
డ௫భమ                                      (4) 
相应地，应变梯度中的非零项为 
ቐ
𝜀ଵଵ,ଵ = −𝑥ଷ డ
య௪
డ௫భయ
𝜀ଵଵ,ଷ = − డ
మ௪
డ௫భమ
                                    (5) 
从式(5)中可以看出，𝜀ଵଵ,ଷ与梁的曲率相关，但𝜀ଵଵ,ଵ与曲率的梯度相关．在 Euler-Bernoulli 梁模型中，
𝜀ଵଵ,ଵ相对于𝜀ଵଵ,ଷ足够小以至于可以被忽略．同样的，本研究也只考虑沿着𝑥ଷ方向的电场强度𝐸ଷ而忽略沿着
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𝑥ଵ方向的电场强度𝐸ଵ． 
在挠曲电悬臂梁的本构方程中，应力、高阶应力和电位移可以表示为[23, 26] 
൝
𝜎ଵଵ = 𝑐ଵଵ𝜀ଵଵ − 𝑒ଷଵ𝐸ଷ
𝜎ଵଵଷ = −𝜇ଷଵଵଷ𝐸ଷ
𝐷ଷ = 𝑎ଷଷ𝐸ଷ + 𝑒ଷଵ𝜀ଵଵ + 𝜇ଷଵଵଷ𝜀ଵଵ,ଷ
                           (6) 
其中，𝑐ଵଵ是材料的弹性模量，𝑒ଷଵ是材料的压电系数，𝜇ଷଵଵଷ是材料的挠曲电系数，𝑎ଷଷ是材料的介电系数．𝜎ଵଵ
和𝐷ଷ分别为应力和电位移，而𝜎ଵଵଷ为由挠曲电效应产生的电场所引起的高阶应力(higher order stress)．类似
于弹性应变梯度理论中的高阶应力，𝜎ଵଵଷ将会在平衡方程和边界条件中出现[20]．在本研究中，由挠曲电效
应产生的高阶应力将出现在边界条件中． 
考虑到体系内部没有自由电荷，因此在梁内部电位移满足高斯定律𝐷ଷ,ଷ = 0，即电势满足如下方程 
డమః
డ௫యమ
= ௘యభ௔యయ 𝜀ଵଵ,ଷ                                     (7) 
其中，𝛷 = 𝛷(𝑥ଵ, 𝑥ଷ, 𝑡)是梁内部电势，与电场的关系为𝐸ଷ = − డఃడ௫య．设定梁上下表面电势的电学边界条件
为：𝛷 ቀ𝑥ଵ, 𝑥ଷ = ௛ଶ，𝑡ቁ = 𝜓ଵ(𝑥ଵ, 𝑡)，𝛷 ቀ𝑥ଵ, 𝑥ଷ = −
௛
ଶ , 𝑡ቁ = 𝜓ଶ(𝑥ଵ, 𝑡)，则有：𝜓(𝑥ଵ, 𝑡) = 𝜓ଵ(𝑥ଵ, 𝑡) − 𝜓ଶ(𝑥ଵ, 𝑡)．通
过求解式(7)可以获得悬臂梁内部的电势𝛷和电场𝐸ଷ分别为 
൞
		𝛷(𝑥ଵ,𝑥ଷ,𝑡) = ௘యభ2௔యయ
பమ௪
ப௫12
ቀ௛మସ − 𝑥ଷଶቁ + ቀ
ଵ
ଶ +
௫య
௛ ቁ𝜓 + 𝐶(𝑥ଵ,𝑡)
𝐸ଷ = ௘యభ௔యయ
డమ௪
డ௫భమ
𝑥ଷ − ట௛ = −
௘యభ
௔యయ 𝜀ଵଵ −
ట
௛
                   (8) 
其中，𝜓(𝑥ଵ, 𝑡) = 𝜓ଵ(𝑥ଵ, 𝑡) − 𝜓ଶ(𝑥ଵ, 𝑡)是上下电极之间的电势差，为挠曲电效应产生的输出电势或电压；
𝐶(𝑥ଵ,𝑡)是与𝑥ଵ和𝑡相关的未知函数． 
将式(8)代入式(6)，则电位移、应力和高阶应力分别可以表示为 
⎩⎪
⎨
⎪⎧
𝐷ଷ = 𝜇ଷଵଵଷ𝜀ଵଵ,ଷ − 𝑎ଷଷ ట௛
𝜎ଵଵ = ቀ𝑐ଵଵ + ௘యభ
మ
௔యయቁ 𝜀ଵଵ + 𝑒ଷଵ
ట
௛
𝜎ଵଵଷ = ఓయభభయ௘యభ௔యయ 𝜀ଵଵ +
ఓయభభయట
௛
                               (9) 
上式中的量都为时间和空间坐标的函数．把式(9)代入悬臂梁的电吉布斯自由能密度表达式中[26]，可
以得到 
𝑔 = ଵଶ ቀ𝑐ଵଵ +
௘యభమ
௔యయቁ 𝜀ଵଵ
ଶ + ௘యభఓయభభయ௔యయ 𝜀ଵଵ𝜀ଵଵ,ଷ +
ఓయభభయట
௛ 𝜀ଵଵ,ଷ −
ଵ
ଶ 𝑎ଷଷ
టమ
௛మ                   (10) 
结合式(4)和式(5)，把式(10)代入电吉布斯自由能的变分表达式，通过变分运算可以得到 
δ∫ d𝑡 ∫ 𝑔௏
்
଴ d𝑉 = ∫ ∫ ቄቂ
஻௛య
ଵଶ ቀ𝑐ଵଵ +
௘యభమ
௔యయቁ
డర௪
డ௫భర
− 𝜇ଷଵଵଷ𝐵 డ
మట
డ௫భమ
ቃ δ𝑤 − [𝜇ଷଵଵଷ𝐵 ப
మ௪
ப௫భమ
+ 	𝑎ଷଷ థ஻௛ ]δ𝜓ቅ
௅
଴ d𝑥ଵ
்
଴ d𝑡				   
∫ ቄ஻௛యଵଶ ቀ𝑐ଵଵ +
௘యభమ
௔యయቁ
డమ௪
డ௫భమ
− 𝜇ଷଵଵଷ𝐵𝜓ቅ்଴ δ ቀడ௪డ௫భቁ |௫భୀ௅d𝑡 − ∫ ቄ
஻௛య
ଵଶ ቀ𝑐ଵଵ +
௘యభమ
௔యయቁ
డయ௪
డ௫భయ
ቅ δ𝑤|௫భୀ௅d𝑡்଴       (11) 
当末端质量块为立方体时，末端质量块的转动惯量𝐼୲可以根据平行轴定理得到 
	𝐼୲ = ଵ଺𝑀୲𝑑ଶ + 𝑀୲ ቀ
ௗା௛
ଶ ቁ
ଶ
                               (12)            
将式(11)代入式(2)，得到挠曲电悬臂梁振动的广义 Hamilton 变分方程 
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න d𝑡{න 𝜌(?̈? + ?̈?ୠ)δ𝑤d𝑉 +𝑀୲?̈?ୠδ(𝑥ଵ − 𝐿)δ𝑤
௏
}
்
଴
+ න d𝑡
்
଴
න {ቈ𝐺୮
∂ସ𝑤
∂𝑥ଵସ − 𝜇ଷଵଵଷ𝐵
∂ଶ𝜓
∂𝑥ଵଶ቉ δ𝑤 − [𝜇ଷଵଵଷ𝐵
∂ଶ𝑤
∂𝑥ଵଶ +
௅
଴
 
𝑎ଷଷ
𝜓𝐵
ℎ ]δ𝜓}d𝑥ଵ + න ቊ𝐺୮
∂ଶ𝑤
∂𝑥ଵଶ − 𝜇ଷଵଵଷ𝐵𝜓+	𝐼୲
∂ଷ𝑤
∂𝑥ଵ𝜕𝑡ଶቋ
்
଴
δ ൬∂𝑤∂𝑥ଵ൰ |௫భୀ௅d𝑡 − න ቊ𝐺୮
∂ଷ𝑤
∂𝑥ଵଷ
− 𝑀୲
∂ଶ𝑤
∂𝑡ଶ ቋ δ𝑤|௫భୀ௅d𝑡
்
଴
 
+∫ d𝑡்଴ ∫ 𝜛δ𝜓ௌ d𝐴d𝑡 = 0                                                             (13) 
其中，?̈?和?̈?ୠ分别代表𝑤和𝑤ୠ对时间的二次偏导，𝐺୮ = ஻௛
య
ଵଶ (𝑐ଵଵ +
௘యభమ
௔యయ)是压电梁的等效抗弯刚度，表示梁
的抗弯能力．在推导式(13)时，采用了如下两个运算 
ቐ
		δ∫ ଵଶ𝑀୲|?̇?୫|ଶd𝑡
்
଴ |௫భୀ௅ = −∫ 𝑀୲?̈?ୠ𝛿(𝑥ଵ − 𝐿)δ𝑤d𝑡 − ∫ 𝑀୲?̈?|௫భୀ௅δ𝑤d𝑡
்
଴
்
଴
δ∫ ൜ଵଶ 𝐼୲ ቚ
డ௪̇ౣ
డ௫భ ቚ
ଶൠ d𝑡|௫భୀ௅
்
଴ = −∫ 𝐼୲
பయ௪
ப௫భ ப௧మ δ(
ப௪
ப௫భ)
்
଴ d𝑡|௫భୀ௅
         (14) 
其中，𝛿(𝑥ଵ)为狄拉克𝛿函数(Dirac delta function)． 
本文研究的悬臂梁结构上下表面覆盖电极，因此上下表面均为等势体，电势差𝜓(𝑥ଵ, 𝑡)与𝑥ଵ无关，仅
为时间𝑡的函数．式(13)中的δ𝑤可以任意选择，因此可以得到挠曲电悬臂梁结构的机电耦合动力学控制方
程 
𝐺୮ ப
ర௪
డ௫భర
+ [𝑚 +𝑀୲𝛿(𝑥ଵ − 𝐿)] ப
మ௪ౘ
డ௧మ + 𝑚
డమ௪
డ௧మ = 0                       (15) 
其中，𝑚 = 𝜌𝐵ℎ是梁单位长度的质量．同样，式(13)中的δ𝜓也可以任意选择，因此挠曲电悬臂梁结构还存
在如下关系 
∫ 𝜛 − ቀ𝜇ଷଵଵଷ ப
మ௪
ப௫భమ
+ 𝑎ଷଷ ట௛ቁ d𝑥ଵ
௅
଴ = ∫ (𝜛 − 𝐷ଷ)d𝑥ଵ
௅
଴ = 0                   (16) 
上式表明，挠曲电悬臂梁表面上的平均自由电荷与平均电位移相等．在电学开路条件下，当梁结构弯
曲时，表面电荷将在电极上重新分布，但总电荷量还是要保持为零，即 
∫ −𝐷ଷd𝑥ଵ௅଴ = ∫ −ቀ𝜇ଷଵଵଷ
பమ௪
ப௫భమ
+ 𝑎ଷଷ ట௛ቁ d𝑥ଵ
௅
଴ = 0                     (17) 
同时，从式(13)中也可以得到悬臂梁两端的机械约束条件为 
⎩
⎪⎪
⎨
⎪⎪
⎧ 	𝑤(0) = 0ப௪
ப௫భ |௫భୀ଴ = 0
ቄ𝐺୮ ப
మ௪
ப௫భమ
− 𝜇ଷଵଵଷ𝐵𝜓 + 𝐼୲ ப
య௪
ப௫భడ௧మቅ |௫భୀ௅ = 0
ቄ𝐺୮ డ
య௪
డ௫భయ
− 𝑀୲ ப
మ௪
ப௧మ ቅ |௫భୀ௅ = 0
                      (18) 
从上式的第三式可以看出，挠曲电效应引起的诱导电势将在悬臂梁的自由端产生一个反向的机械力
矩，是高阶应力的影响．因此，产生的诱导电势将减小悬臂梁的变形，即增加了悬臂梁结构的抗弯能力． 
2 电学开路下的自振特征方程 
在电学短路条件下，由于上下电极表面相连接，串联或并联双晶压电和单层挠曲电悬臂梁结构在弯
曲变形时不会在梁内产生诱导电势或电压[26, 28]．因此，电学短路下挠曲电悬臂梁自由振动行为与弹性梁类
似，此时自振频率特征方程为[28] 
1 + cos𝛽cosh𝛽 + 𝛽 𝑀୲𝑚𝐿 (cos𝛽sinh𝛽 − sin𝛽cosh𝛽) −
𝛽ଷ𝐼୲
𝑚𝐿ଷ (cosh𝛽sin𝛽 + sinh𝛽cos𝛽) 
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+ఉరெ౪ூ౪௠మ௅ర (1 − cos𝛽cosh𝛽) = 0                             (19) 
其中，𝛽是结构振动的特征值．而在电学开路下，挠曲电悬臂梁弯曲变形时会在电极表面产生诱导电势．由
式(18)可知，诱导电势将对梁的机械变形产生反向作用，即逆挠曲电效应．此时，电学开路下悬臂梁的自
振频率与电学短路下不同，将与结构尺寸，挠曲电系数等密切相关． 
当考虑挠曲电悬臂梁在电学开路下的自由振动时，外加基础激励𝑤ୠ(𝑡)应设为零，因而系统的动力学
控制方程式(15)可以简写成 
𝐺୮ ப
ర௪
ப௫భర
+ 𝑚 பమ௪ப௧మ = 0                                 (20)            
并且由式(17)可得𝜓(𝑡) = −ఓయభభయ௛௔యయ௅
ப௪
ப௫భ |௫భୀ௅，将其代入式(18)的第三式中可得机械的边界条件 
ቄ𝐺୮ ப
మ௪
ப௫భమ
+ ఓయభభయమ ஻௛௔యయ௅
ப௪
ப௫భ + 𝐼୲
பయ௪
ப௫భ ப௧మቅ |௫భୀ௅ = 0                        (21)            
此时，动态控制方程和边界条件简化为力电解耦形式．根据控制方程式(20)和相应的边界约束条件，
可以得到带末端质量块的挠曲电悬臂梁在电学开路条件下的自振频率特征方程（推导过程参见附录） 
𝐺୮ ቆ
𝜇ଷଵଵଷଶ 𝐵ℎ
𝑎ଷଷ𝐿 − 𝐼୲𝜔
ଶቇ ൬𝛽𝐿൰
ଷ
(sinh𝛽cos𝛽 + cosh𝛽sin𝛽) + ൫𝐺୮൯ଶ ൬
𝛽
𝐿൰
ସ
(1 + cos𝛽cosh𝛽) 
+𝜔ଶ𝑀୲ ቀఓయభభయ
మ ஻௛
௔యయ௅ − 𝐼୲𝜔
ଶቁ (cos𝛽cosh𝛽 − 1) + 𝜔ଶ𝑀୲𝐺୮ ቀఉ௅ቁ (sinh𝛽cos𝛽 − sin𝛽cosh𝛽) = 0     (22) 
其中，结构振动的圆频率𝜔 = 𝛽ଶට ீ౦௠௅ర．式(22)是一个关于特征值𝛽的超越方程，无法通过常规的方式写出
𝛽的解析解，但很容易通过数值的方法求解一系列𝛽的值．电学开路下的结构自振频率对研究外接高负载
电阻的能量俘获装置性能很关键．通常的研究是以电学短路的自振频率和模态为基准，采用数值或解析
的方法分析各种俘能器的性能[27-28]．但是，对于高外接负载电阻的结构，以电学开路自振频率激励结构能
获得更大的能量和功率输出． 
值得注意的是，式(22)也可为测量材料的挠曲电系数提供一种新的思路．目前测量固体材料的挠曲电
系数主要采用静态弯曲法[11]、纳米压缩法[31-32]、电致弯曲法[16]和低频振动法[33]等．由于挠曲电效应在微纳
尺度才显著，在上述实验方法中，测量到的都是微纳结构的微小位移和微弱电荷或电压，这使得测量的挠
曲电系数存在不确定、误差较大等问题．根据式(22)，可以基于表面覆盖电极的悬臂梁模型动态共振法来
测量材料的挠曲电系数．可以设想：预先测试材料的弹性系数，压电系数和介电系数，将材料制成悬臂梁
的结构，设定一定的结构尺寸；在悬臂梁结构的上下表面覆盖电极，并保持结构的电学开路条件；利用扫
频法引发结构共振或者采用共振测试仪测定结构各阶的自振频率，将各阶的频率分别代入式(22)中，计算
出一组挠曲电系数，并取其平均值作为此结构尺寸下的挠曲电系数；改变悬臂梁的尺寸，采用相同的方法
再测得一个挠曲电系数；多次改变悬臂梁厚度获得多组数据，将这些数据再取平均值，获得材料最终的挠
曲电系数测试值．这种实验方法可以避免过去实验中需要捕捉微小物理量所带来的不准确性和不稳定性，
也不再需要测试微弱电荷和微小变形的精密仪器，提高了挠曲电系数测量的准确度和操作性． 
3 数值计算与讨论 
高分子多功能材料聚偏氟乙烯(PVDF)具有制作成本低、易成型、重量轻、柔软可弯曲以及良好的力
电耦合特性等特点[34-35]，常被制成压电式和挠曲电式智能结构．因此，本研究以 PVDF 材料制成的微纳米
挠曲电悬臂梁为算例，其材料参数选择如下：密度𝜌 = 1.78 × 10ଷ	kg/mଷ，弹性模量𝑐ଵଵ = 3.7	GPa，压电
系数𝑒ଷଵ = −0.01	N/(V ∙ m)，介电系数𝑎ଷଷ = 8.15 × 10ିଵଵCଶ/(N ∙ mଶ)[36]．材料的挠曲电系数依照不同的测
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试方法，得到的结果会有所偏差，一般 PVDF 的挠曲电系数大概在10ିଵ~10ିଷμC/m之间[37-38]．为了在理
论上探讨挠曲电系数对悬臂梁自振频率的影响，文中选取了两种不同数量级的挠曲电系数，分别为
0.1	μC/m、0.01	μC/m．在数值计算过程中，当梁厚度改变时，保持梁的长宽厚比值不变．末端质量块的
边长取𝑑 = 𝐵，质量大小按照占整个悬臂梁质量的比例选取，即𝑀୲ = 𝑚 × 𝐿 × 𝐾୬，其中𝐾୬分别取𝐾ଵ = 0、
𝐾ଶ = 0.05、𝐾ଷ = 0.15和𝐾ସ = 0.25，其中 0 代表无末端质量的情况．需要说明的是，本节中所讨论的自振
频率均为结构的第一阶自振频率． 
3.1 挠曲电悬臂梁的自振频率与有效频移 
结构在受到外加振动激励时会发生运动而产生形变，并且当激励频率在结构的自振频率附近时，运
动形变响应将非常剧烈．因此在实际应用中，希望俘能器能够在其自振频率附近工作，以充分利用其机电
耦合特性来获得最大的能量或功率输出．因而，电学开路自振频率对研究外加高负载电阻的俘能器结构
的性能至关重要．图 2 给出了挠曲电系数分别为0.1	μC/m和0.01	μC/m时，带不同末端质量块的挠曲电悬
臂梁的开路自振频率𝑓୭୸随厚度的变化趋势，其中𝑓୭୸ = 𝜔/2π，lg	(ℎ/m)为梁的厚度数量级．从图 2(a)中可
以看出，挠曲电悬臂梁的开路自振频率随着厚度的减小而增加，而在同一厚度情况下，开路自振频率随着
末端质量块的增大而降低，这些规律与一般弹性梁和双晶压电梁相一致．比较图 2(a)和 2(b)可以发现，对
于相同尺寸的挠曲电悬臂梁，其开路自振频率随着挠曲电系数的增大而有所提高．这是因为大挠曲电系
数材料制备的悬臂梁结构在相同条件下能诱导更大的输出电势，输出电势在电学开路条件下反作用于悬
臂梁结构，使其抗弯能力增加，进而提高了结构的自振频率． 
      
图 2 电学开路条件下不同末端质量块的挠曲电悬臂梁自振频率变化曲线 (a)𝜇ଷଵଵଷ = 0.1	μC/m，(b)𝜇ଷଵଵଷ = 0.01	μC/m 
Fig.2 With the open-circuit condition and the different tip masses, the variation of resonance frequency of the flexoelectric  
cantilever beam vs beam thicknesses (a)𝜇ଷଵଵଷ = 0.1	μC/m, (b)𝜇ଷଵଵଷ = 0.01	μC/m 
压电和挠曲电悬臂梁结构在电学短路条件下并不能在电极表面产生诱导电势，因此其自振频率与电
学开路条件下的值不同．在压电俘能器结构中，自振频率平移值是衡量其系统机电耦合性能的一个重要
标准[27-28]．这里定义挠曲电悬臂梁结构短路和开路的有效频移为：𝐹 = ௙౥౰௙౩౰，其中𝑓ୱ୸为短路条件下的自振频
率，其可由式(19)获得．图 3 中给出了悬臂梁厚度从 1	nm变化到 1	μm时，不同挠曲电系数和末端质量下，
结构有效频移随厚度变化的曲线．从图 3 可以看出，随着悬臂梁厚度的减小，有效频移随之增加，当厚度
减小至某一临界值时，有效频移趋向于一饱和值．值得注意的是，这一饱和值与材料的挠曲电系数无关．对
于较薄的梁，在振动时会产生较大的应变梯度，从而产生较大的诱导电势，但如果梁的厚度太小，由挠曲
电效应产生的较大诱导电势反馈作用在梁上，使得梁振动时变形反而减小很多，从而削弱其电学响应．因
此，挠曲电悬臂梁的有效频移不会随着厚度的减小而无限增加，而是趋于某一个定值．对于长宽厚比确定
的挠曲电悬臂梁，从静态力电耦合分析可以看出，当厚度很小时，文献[26]中式(28)的诱导电势正比于
ℎ/𝜇ଷଵଵଷ．代入边界条件式(18)的第三式可知，控制方程和边界条件中都不含有挠曲电系数．因此，在不同
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挠曲电系数下，相同挠曲电悬臂梁结构在很小厚度下的有效频移饱和值一致．该饱和值随着末端质量块
的增大而增大，这是由于当厚度不变时，末端质量块的增大将使得悬臂梁的振动响应扩大，从而产生更大
的应变梯度，其通过挠曲电效应更加显著地影响梁在电学开路条件的下自振频率．随着悬臂梁厚度的增
加，结构的有效频移最终趋向于 1，这是因为，对于大尺寸结构，由于弹性极限应变的存在，悬臂梁内振
动产生的应变梯度较小，因此电学开路条件下表面的诱导电势很小，不足以影响结构的自振频率．比较图
3(a)~(c)可以看出，有效频移达到饱和值时的悬臂梁厚度随着挠曲电系数的减小而明显减小．这是因为，
挠曲电系数较小时，需要较大的应变梯度（较薄的梁容易产生较大的应变梯度）才能使得挠曲电效应对梁
的自振频率产生较大的影响，而当挠曲电系数较大时，只需要较小的应变梯度（较厚的梁产生较小的应变
梯度）就能使得挠曲电效应显著影响梁的自振频率． 
    
 
图 3 挠曲电悬臂梁结构短路和开路电学边界情况下的有效频移随厚度的变化 
(a)𝜇ଷଵଵଷ = 0.1	μC/m，(b)𝜇ଷଵଵଷ = 0.01	μC/m，(c)𝜇ଷଵଵଷ = 1	nC/m 
Fig.3 The effective variety of frequency between short-circuit and open-circuit conditions of flexoelectric cantilever beam vs 
beam thicknesses (a)𝜇ଷଵଵଷ = 0.1	μC/m, (b)𝜇ଷଵଵଷ = 0.01	μC/m, (c)𝜇ଷଵଵଷ = 1	nC/m 
3.2 末端质量块转动效应 
从上面的分析可知，末端质量块对调节挠曲电悬臂梁结构的自振频率具有显著的作用．末端质量块
在受到外加激励时，随着悬臂梁发生平动和转动．图 4 给出了考虑末端质量块转动效应的自振频率𝑓୭୸与
未考虑末端质量块转动的自振频率𝑓୭୮的差异，即频率的相对误差𝑉𝐹 = ௙౥౦ି௙౥౰௙౥౦ × 100%随厚度的变化曲线
图．图 4 中水平线为不考虑挠曲电效应，即𝜇ଷଵଵଷ = 0，的压电悬臂梁的相对误差值，其与悬臂梁的厚度
无关．从图 4 中可以看出，所有相对误差的最大值均未超过 0.25%，并且当存在挠曲电效应时，随着悬臂
梁厚度和末端质量块的增大，自振频率的相对误差也增加．当梁厚度超过某个定值，误差曲线逐渐接近于
压电悬臂梁的误差值．这是因为，当梁的尺寸较大时，由于弹性极限应变的存在，悬臂梁内振动产生的应
变梯度较小，使得挠曲电效应十分微弱，进一步使得梁的振动行为趋近于一般压电梁．另外，这个转变厚
度随着挠曲电系数的减小而减小，这是由于当挠曲电系数较小时，需要较大的应变梯度（较薄的梁容易产
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生较大的应变梯度）才能产生明显的挠曲电效应，其显著影响梁的自振频率． 
 
图 4 电学开路条件下，未考虑末端质量块转动对挠曲电悬臂梁自振频率带来的相对误差 
(a)𝜇ଷଵଵଷ = 0.1	μC/m，(b)𝜇ଷଵଵଷ = 0.01	μC/m 
Fig. 4 Under open-circuit condition, the relative tolerance of the flexoelectric cantilever beam resonant frequency without the 
rotation of the cubic tip mass (a)𝜇ଷଵଵଷ = 0.1	μC/m, (b)𝜇ଷଵଵଷ = 0.01	μC/m 
为了与立方体质量块对比，另选取了一种长方体质量块，并设长方体的三条边长分别为ௗଶ、𝑑、2𝑑，
并让(ௗଶ ∗ 𝑑)面紧密地贴合梁的上表面，空间位置保持与原立方体一致，此时质量块转动惯量为𝐼୲ =
ଵ
ଵଶ𝑀୲(𝑑ଶ + 4𝑑ଶ) + 𝑀୲ ቀ𝑑 +
௛
ଶቁ
ଶ．图 5 给出了长方体末端质量块转动效应带来的自振频率相对误差变化
图．图 5 中呈现出了与图 4 类似的曲线，其最大相对误差不超过 0.8%，大约为同质量立方体质量块的 3~4
倍，这是由于质量块本身的转动效应与其形状有较大关系．因此，对于类似于文中的末端质量块（长高同
量级），在进行数值分析和模拟时可以合理地将末端质量块的转动效应忽略，这样可以简化模型构建和理
论推导，同时又不影响结果的可靠性． 
 
图 5 开路条件下，未考虑末端长方体质量转动对挠曲电悬臂梁的自振频率带来的相对误差 
(a)𝜇ଷଵଵଷ = 0.1	μC/m，(b)𝜇ଷଵଵଷ = 0.01	μC/m 
Fig.5 Under open-circuit condition, the relative tolerance of the flexoelectric cantilever beam resonant frequency without the 
rotation of the cubic tip mass (a)𝜇ଷଵଵଷ = 0.1	μC/m, (b)𝜇ଷଵଵଷ = 0.01	μC/m 
4 结论 
本研究基于挠曲电材料的电吉布斯自由能和变分原理，推导了挠曲电悬臂梁结构在电学开路条件下
的机电耦合动力学控制方程和相应的力电边界条件．进一步获得了求解电学开路挠曲电悬臂梁结构自振
频率的超越方程．通过此方程提出了一种基于电学开路悬臂梁结构动态共振法测量材料挠曲电系数的新
思路，这种实验方法避免了捕捉微小物理量所带来的不准确和不稳定性，提高了挠曲电系数测量的准确
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度和操作性．本研究以 PVDF 材料为算例，讨论了挠曲电系数、末端质量块和梁尺寸对结构自振频率和
电学开路和短路条件下结构自振频率有效频移的影响．计算结果表明，挠曲电系数的增大会提高梁的自
振频率，而末端质量的增大可以降低梁的自振频率，并且类似文中的末端质量块的转动效应对悬臂梁的
自振频率影响很小．挠曲电悬臂梁结构的有效频移随着结构尺寸减小而增加，并在某一临界尺寸趋于饱
和值，这个临界厚度尺寸与挠曲电系数相关，而有效频移的饱和值与末端质量块有关． 
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附录 
考虑到式(20)的形式，其解可以设为𝑤 = 𝜙(𝑥ଵ)𝜂(𝑡)的分离变量形式，其中 
𝜙(𝑥ଵ) = 𝐶ଵcos ఉ௅ 𝑥ଵ + 𝐶ଶsin
ఉ
௅ 𝑥ଵ + 𝐶ଷcosh
ఉ
௅ 𝑥ଵ + 𝐶ସsinh
ఉ
௅ 𝑥ଵ,              (A1)            
𝜂(𝑡) = 𝐶ହ𝑒௝ఠ௧,                                 (A2)            
其中，𝑗为虚根，𝑗ଶ = −1．由悬臂梁的边界约束条件可以得 
∅(0) = 0,                                   (A3)            
ቄୢ∅(௫భ)ୢ௫భ |௫భୀ଴ቅ = 0,                               (A4)            
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[𝐺୮ ୢ
మ∅(௫భ)
ୢ௫భమ
= −ቀఓయభభయమ ஻௛௔యయ௅ − 𝐼୲𝜔
ଶቁ ୢ∅(௫భ)ୢ௫భ ]|௫భୀ௅,                     (A5)            
𝐺୮ ୢ
య∅(௫భ)
ୢ௫భయ
|௫భୀ௅ + 𝜔ଶ𝑀୲∅(𝑥ଵ) = 0.                        (A6)            
将式(A1)代入式(A3)和式(A4)可得 
൜𝐶ଵ = −𝐶ଷ𝐶ଶ = −𝐶ସ                                   (A7) 
再结合式(A5)后可得 
𝐺୮ ൬
𝛽
𝐿൰
ଶ
(−𝐶ଵcos𝛽 − 𝐶ଶsin𝛽 − 𝐶ଵcosh𝛽 − 𝐶ଶsinh𝛽) 
= ቀఓయభభయమ ஻௛௔యయ௅ − 𝐼୲𝜔
ଶቁ ఉ௅ (𝐶ଵsin𝛽 − 𝐶ଶcos𝛽 + 𝐶ଵsinh𝛽 + 𝐶ଶcosh𝛽)             (A8) 
移项化简后即 
𝐶ଵ ቈቆ
𝜇ଷଵଵଷଶ 𝐵ℎ
𝑎ଷଷ𝐿 − 𝐼୲𝜔
ଶቇ (sin𝛽 + sinh𝛽) + 𝐺୮ ൬
𝛽
𝐿൰ (cos𝛽 + cosh𝛽)቉ + 
𝐶ଶ ቂቀఓయభభయ
మ ஻௛
௔యయ௅ − 𝐼୲𝜔
ଶቁ (cosh𝛽 − cos𝛽) + 𝐺୮ ቀఉ௅ቁ (sin𝛽 + sinh𝛽)ቃ = 0             (A9) 
同样的，将式(A1)和式(A7)代入式(A6)后得 
𝐺୮ ቀఉ௅ቁ
ଷ (𝐶ଵsin𝛽 − 𝐶ଶcos𝛽 − 𝐶ଵsinh𝛽 − 𝐶ଶcosh𝛽) = −𝜔ଶ𝑀୲(𝐶ଵcos𝛽 + 𝐶ଶsin𝛽 − 𝐶ଵcosh𝛽 − 𝐶ଶsinh𝛽)      
(A10) 
移项化简后得 
𝐶ଵ ቈ𝐺୮ ൬
𝛽
𝐿൰
ଷ
(sin𝛽 − sinh𝛽) + 𝜔ଶ𝑀୲(cos𝛽 − cosh𝛽)቉ − 
𝐶ଶ ൤𝐺୮ ቀఉ௅ቁ
ଷ (cos𝛽 + cosh𝛽) + 𝜔ଶ𝑀୲(−sin𝛽 + sinh𝛽)൨ = 0               (A11) 
将式(A7)和式(A11)记为如下形式 
൜𝐶ଵ𝐴ଵ + 𝐶ଶ𝐴ଶ = 0𝐶ଵ𝐴ଷ − 𝐶ଶ𝐴ସ = 0	                              (A12) 
其中 
⎩
⎪
⎨
⎪
⎧஺భୀ൤൬ഋయభభయ
మ ಳ೓
ೌయయಽ ିூ౪ఠ
మ൰(ୱ୧୬ఉାୱ୧୬୦ఉ)ାீ౦ቀഁಽቁ(ୡ୭ୱఉାୡ୭ୱ୦ఉ)൨
஺మୀ൤൬ഋయభభయ
మ ಳ೓
ೌయయಽ ିூ౪ఠ
మ൰(ୡ୭ୱ୦ఉିୡ୭ୱఉ)ାீ౦ቀഁಽቁ(ୱ୧୬ఉାୱ୧୬୦ఉ)൨
஺యୀ൤ீ౦ቀഁಽቁ
య(ୱ୧୬ఉିୱ୧୬୦ఉ)ାఠమெ౪(ୡ୭ୱఉିୡ୭ୱ୦ఉ)൨
஺రୀ൤ீ౦ቀഁಽቁ
య(ୡ୭ୱఉାୡ୭ୱ୦ఉ)ାఠమெ౪(ିୱ୧୬ఉାୱ୧୬୦ఉ)൨
.                 (A13)            
要使得齐次方程组(A12)有非零解，则其系数矩阵的行列式为零展开后，经化简得 
𝐺୮ ቆ
𝜇ଷଵଵଷଶ 𝐵ℎ
𝑎ଷଷ𝐿 − 𝐼୲𝜔
ଶቇ ൬𝛽𝐿൰
ଷ
(sinh𝛽cos𝛽 + cosh𝛽sin𝛽) + ൫𝐺୮൯ଶ ൬
𝛽
𝐿൰
ସ
(1 + cos𝛽cosh𝛽) + 
𝜔ଶ𝑀୲ ቀఓయభభయ
మ ஻௛
௔యయ௅ − 𝐼୲𝜔
ଶቁ (cos𝛽cosh𝛽 − 1) + 𝜔ଶ𝑀୲𝐺୮ ቀఉ௅ቁ (sinh𝛽cos𝛽 − sin𝛽cosh𝛽) = 0    (A14) 
上式即为在电学开路条件下挠曲电悬臂梁结构的自由振动特征方程． 
